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1 Continuité.

Exercice 1.1. : Le nombre 0 est-il accessible par [0;1] 7 par ]0;1] 7 | — 0o; —1]U]0; 1] ? par
| —o0; =1]U[1;2]? par {1/n;n € N} 7

Exercice 1.2. : Soit f: R\ {0} — R qui, & z > 0, associe 1 et, & x < 0, associe —1.
Montrer, en utilisant seulement la définition, que 1 = lim; f et —1 = lim_; f. Démontrer
ces résultats d'une autre maniere.

Exercice 1.3. : Soit f : R\ {0} — R qui, &  # 0, associe 1. Montrer, en utilisant
seulement la définition, que 1 = limg f. Démontrer ce résultat d’une autre maniere.

Exercice 1.4. : Soit n € Net f, : R — R qui, & € R associe 2™ (avec la convention
2% = 1). On veut montrer, en utilisant seulement la définition, que f,, est continue. Les
cas n =0 et n = 1 sont traités en cours.

1. Montrer que, pour tout a € R, a? = lim, fs.
2. Montrer que, pour tout a € R, a® = lim, fs.
3. Soit m € N* et (z,y) € R%. Montrer que

En déduire que, pour tout n € N* et tout a € R, a" = lim, f,.

Exercice 1.5. : Soit /- : [0; +00[— R la fonction racine carrée, c’est-a~dire la bijection
réciproque de la fonction RT > z +— 2? (on admet l'existence de cette fonction). On
montre, en utilisant seulement la définition, que /- est continue.

1. Soit @ > 0. Montrer que /- est continue en a.

2. En utilisant le fait que /- est croissante, montrer que /- est continue en 0.
Exercice 1.6. : Soit f : R\ {0} — R qui, a z > 0, associe 1 et, & x < 0, associe —1.
Montrer, en utilisant seulement la définition, que 1 = limg+ f et —1 = limy- f. Démontrer
ces résultats d’une autre maniere.

Exercice 1.7. : Soit f : R — R qui, a = # 0, associe 1 et, a 0, associe 0. Montrer, en
utilisant seulement la définition, que 1 = lim, g 40 f. Démontrer ce résultat d'une autre
maniere. La fonction f est-elle continue ?

Exercice 1.8. : Soit f: R — R et £ € R. Montrer, en utilisant seulement la définition
des limites, les équivalences suivantes :

lim f(r) = ¢ = lm f(-2) = . (1)
T f(r) = ¢ = lim f(ls) = C. (2)
T f(r) = ¢ = lim f(?) = (. (3)
lim f(z) = £ <= lim (%) = (. (4)

Trouver une partie D de R et une fonction g : D — R telles que 0 soit accessible par D,
lim, .o g(2?) existe dans R mais lim,_.o g(z) n’existe pas dans R.
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Exercice 1.9. : Montrer, en utilisant seulement la définition, que +o00 = lim,_, . (x —1),
400 = limy_, o0 /7 et 1 = lim,_, o 1. Btudier lim,_o |2|7%/2 et lim,_, {o (2 + sin z).

Exercice 1.10. : Montrer que lim,_, 1, cos x n’existe pas. Etudier lim,_, | (cos x +sin x)
et lim,_, o (cos? x + sin? z).

Exercice 1.11. : Pourquoi la proposition

2
( 1irf (—553 -In(2+cosz) + z- (1 + expx)) = —1>
est-elle fausse ?
Exercice 1.12. : Soit f :]—1;1[— R qui, a x €] —1; 1], associe x. Déterminer les bornes
supérieure et inférieure de f. Méme question pour la fonction g :] — 1;1[— R qui, &

x € [0; 1], associe x et, a x €] — 1;0[, associe —1.

Exercice 1.13. : Soit f :] — 1;1[— R qui, & x €] — 1; 1], associe |z|. Déterminer les
bornes supérieure et inférieure de f.

Exercice 1.14. : Btudier les limites suivantes :

1 1
i lim 72°, lim V1422, lim —, lim (3 + > ‘

=032 + x4+ 17 z5-c0 T——00 02 s50+

Exercice 1.15. : Redémontrer les équivalences de I'exercice 1.8 en utilisant les opérations
sur les limites.

Exercice 1.16. : Soit f : R\ {0} — R qui, & 2 # 0, associe (|2®| —z) /(2 —|z|). Etudier
lim, o+ f(2), im, o~ f(z) et lim,_o f(z).
Exercice 1.17. : Etant donné a € R, on a vu dans le MA2 qu’il existe un unique entier
n € Z tel que n < a < n+ 1. Par définition, c’est la partie entiere de a, notée E(a).
1. Etudier la continuité des fonctions définies sur R par z — E(z), 2 — E(z)+E((2—x),
2. Etudier la continuité des fonctions définies sur [1;+oo[ par = — xsin(zr)/E(z),
x +— xcos(zm)/E(x).
3. Soit f: R — R définie par f(z) = E(z) + - E(2 — ). Montrer que

lim f(z) = lim f(x).

rz—1 z—1

<1 z>1
f est-elle continue en 1? Etudier la continuité de f sur R.

Exercice 1.18. : Soit f,g : R — R définies par f(0) = ¢g(0) = 0 et, pour = # 0, par
f(z) =sin(1/z) et g(x) = 2 f(x).

1. Etudier la continuité de f et de g sur R\ {0}.

2. Etudier la continuité de fetdegen.
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3. Montrer que la fonction h ;] —1; 1[\{0} — R, définie par h(z) = f(x)+g(z)+ E(z)
(o E(x) désigne la partie entiere de z, cf. exercice 1.17), est continue. Admet-elle
un prolongement par continuité en 07?7

Exercice 1.19. : On admet le fait que ’ensemble Q des rationnels est dense dans R,
c’est-a-dire que tout nombre réel est limite d’une suite de rationnels.
Soient f,g : R — R continues telles que, pour tout x € Q, f(x) = g(z). Montrer que

=g

Exercice 1.20. : Soit k €]0; 1[. Soit f : R — R telle que, pour tout z € R, f(kx) = f(x).
Montrer que si f est continue en 0, alors elle est constante.
Méme question pour k €]1; +o0.

Exercice 1.21. : Quelles sont les fonctions continues f : R — R telle que, pour tout
z €R, f(z*) = f(2)?

Exercice 1.22. : Soit (a,b) € R? avec a < b et f : [a;b] — R continue. Soit F = {z €
la; 0]; f(x) = 0}. Montrer que, si E n’est pas vide, alors (sup F) € E.

Exercice 1.23. : Soit t €]0; +o0[ et f : R — R une fonction périodique de période ¢,
c’est-a-dire vérifiant, pour tout z € R, f(z +t) = f(z).

1. Montrer que, si lim, ., f existe alors f est constante.

2. En déduire que lim,_, o, sinx et lim, ., cosx n’existent pas.

Exercice 1.24. : Montrer qu’au voisinage de +o0o, 37° — 22 + 1 = o(2°). A-t-on, au
voisinage de +o00, 162* — 322 + 7 =o(z* + 2?2 + 1) ? 162* —= 322 + 7= O(a* + 22 + 1) ?
Au voisinage de 0, a-t-on z*Inz = o(2)? ' Inz = o(z*) ? ' Inz = O(a?) ?

Exercice 1.25. : Soit (p,q) € R? et f: R — R définie par f(x) = 2> + px + q. Montrer
que f admet au moins une racine. Y en a-t-il d’autres?

Exercice 1.26. : Soit f: R — R définie par f(z) = x?. Sans utiliser la fonction racine
carrée, montrer que f([—1;1]) = [0;1], que f([0;4o00]) = [0;+00[, que f(]1;2]) =|1;4] et
que f(] —1;1]) = [0;1].

Exercice 1.27. : Soit (a,b) € R? avec a < b et f : [a;b] — R continue telle que, pour
tout « € [a;b], f(x) > 0. Montrer qu’il existe A > 0 tel que, pour tout x € [a;b], on ait
flz) = A

Montrer par des contre-exemples que la conclusion est fausse si 'on remplace [a; b] par un
intervalle ouvert ou non borné, ou bien si f : [a;b] — R n’est pas continue.

Exercice 1.28. : VRAI ou FAUX? Toute réponse doit étre justifiée.
Soit (a,b) € R? avec a < b.

1. Si f : [a;b] — R est continue alors f prend une fois et une seule toute valeur
comprise entre f(a) et f(b).

2. Si f: [a;b] — R est continue alors f prend au moins une fois toute valeur comprise

entre f(a) et f(b).
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. Si f:]a;b] — R est strictement monotone alors f prend une fois et une seule toute

valeur comprise entre f(a) et f(b).

Si f : [a;b[— R est continue et bornée alors f atteint sa borne supérieure et sa
borne inférieure.

Si f @ [a;b[— R est continue et bornée alors f atteint sa borne supérieure ou sa
borne inférieure.

6. Si f: [a;b] — R est continue et ne s’annule pas alors 1/ f est bornée.

7. L’image du segment [a; b] par une fonction continue sur [a;b] est un certain segment

10.

11.

12.

[c;d] (avec (c,d) € R? et ¢ < d).

L’image de l'intervalle |a;b[ (avec a < b) par une fonction continue sur ]a; b[ est un
certain intervalle |c; d[ (avec (c,d) € R? et ¢ < d).

Si I'image par f : [a;b] — R de [a; b] est un segment, alors f est continue.

Si l'image par f : [a;b] — R de [a;b] n’est pas un segment, alors f n’est pas
continue.

Si f :[0; +00[— R est positive et si lim f(z) = 0, alors il existe M € R tel que

T—+00

f soit décroissante sur [M; +oo.

Si f:[a;b] — R est continue et croissante alors f est injective.

Exercice 1.29. : Soit (a,b) € R? avec a < b. Soit f : [a;b] — R continue telle que
f(a) # f(b) et soit (p,q) € (RT)? avec p + ¢ > 0. Montrer qu’il existe ¢ € [a;b] tel que
pf(a)+qf(0) = (p+¢)f(c).

Exercice 1.30. : Soit f : [0;2] — R continue telle que f(0) = f(2). Montrer que
"équation, d’inconnue y € [0;1], f(y) = f(y + 1) a au moins une solution.

Exercice 1.31. : Soit (a,b) € R? avec a < b et f :]a;b[— R continue. On suppose
que lim, f = lim, f = ¢ € R. Montrer que f n’est pas injective. Qu’en est-il si lim, f =

Exercice 1.32. : Montrer que toute fonction continue f : R — Z est constante.

Exercice 1.33. : Soit f :]0; +00[—]0; +-00| continue telle que +o0o = limg f = lim, f.
Montrer qu’il existe a €]0;+o00| tel que f(a) = inf f.

Exercice 1.34. : Continuité et algebre.
Soit f : R — R telle que, pour tout (x,y) € R? f(z+y) = f(z) + f(y). Pour r € R,
soit P(r) la proposition

(‘v’m eR, f(rz) = rf(m)) :
Montrer que P(1) et P(2) sont vraies. Montrer que P(0) est vraie. En déduire que
P(—1) est vraie.

Montrer que, pour tout n € N, P(n) est vraie. En déduire que, pour tout n € Z,
P(n) est vraie.

Montrer que, pour tout r € Q, P(r) est vraie.
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4. Montrer que, si f est continue, alors P(r) est vraie, pour tout r € R. En déduire
que, pour tout y € R, f(y) =y - f(1).

5. Montrer que, si f est continue en un point quelconque a € R, alors elle est continue
sur R.

6. Montrer que, si f est majorée sur un intervalle [a;b] (avec (a,b) € R? et a < b),
alors f est continue en 0.

Exercice 1.35. : Continuité et barycentre.
Soit f: R — R continue telle que, pour tout (z,y) € R?

f (x +y> _ @)+ 1)
2 2
Soit g : R — R définie par g(x) = f(x) + (f(0) — f(1)) - — £(0). On va montrer que g
est nulle c’est-a-dire que f est une fonction affine.

1. Calculer g(0) et g(1). Montrer que

; (x + y) _ 9(@) +9(y)
2 2 '

2. Montrer que, pour tout n € N et tout k € [0;2"], g(k/2") = 0.

3. En déduire que, pour tout z € [0;1], g(x) = 0.

4. Montrer que, pour tout ¢ € Z et tout = € [q; ¢ + 1], g(z) = 0. Conclure.
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2 Dérivabilité.

Exercice 2.1. : Soit (a,b) € R? et f : R — R définie par f(x) =z —a si z > 0 et par
f(x)=—z+bsiz <0.
1. Montrer que f est dérivable sur R\ {0}.
2. On suppose a + b # 0. Montrer que f n’est pas continue en 0. Y est-elle dérivable ?
3. f est-elle dérivable en 07 A-t-elle des nombres dérivés a droite et a gauche en 07?7

Exercice 2.2. : En utilisant seulement la définition, montrer que /- (définie dans I'exer-
cice 1.5) est dérivable sur |0; +oo[. Montrer qu’elle ne 'est pas en 0.

Exercice 2.3. : Pour chacune des fonctions suivantes, définies sur R\ {0}, montrer qu’elle
est dérivable sur R\ {0}. Peut-on la prolonger par continuité en 0?7 Si oui, le prolongement
est-il dérivables en 07 Si oui, la dérivée du prolongement est-elle continue en 07

gi@) = lz[ , gal2) = |27,

g3(x) = z- sin(.l/a:) . ga(z) = 2*-sin(1/x) ,

g3(x) = -

Exercice 2.4. : Etudier la dérivabilité en 0 de f,9 : R — R définies par

]

Jw) = 241

Exercice 2.5. : Soit f : R — R continue qui ne s’annule pas. Montrer que si la fonction
f2 est dérivable, il en est de méme pour f.

et g(z) = |z|- (sinz)?.

Exercice 2.6. : Etude d'un “produit infini”.
1. Soit f:[—1;+1] — R dérivable en 0 et (uy)nen+ définie par

n

we = Y f(k/n?) — n- £(0).

k=1
En utilisant la définition de la dérivabilité de f en 0, montrer que lim u,, = (1/2)f'(0).
2. Etudier la convergence de la suite (U )nen+ définie par

n

Uy = H(l —|—p/n2> :

p=1
Exercice 2.7. : Pour chaque des fonctions suivantes, donner un intervalle ouvert sur
lequel elle est dérivable et expliciter la dérivée sur cet intervalle ouvert.

1+ a?
filx) = 2 folz) = x?ec>@)
f3(x) = ch®r —cos’x , fi(r) = In(Argshz),

fs(z) = Arccos(1 +3/x) , fs(xr) = Argsh(sin3z)
et fr(x) = —a® -3+ Tsix <1, fo(x) =20 —7+8/xsiz > 1.
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Exercice 2.8. : Soit n € N*. Pour chacune des fonctions suivantes donnez un intervalle
ouvert sur lequel elle est n fois dérivable et déterminer, sur cet intervalle, la dérivée n-ieme.

f + R\{1} — R g  |—L+oo] — R

x — ;—i , x —  In(l+2),
h R — R fo 0 R\{0} — R

T —  (sinz)? T —  atlel/T

Exercice 2.9. : Soit f : R — R définie par f(z) = 1 +x — 2% si x < 0 et par
flx)=1+z+a?siz>0.

1. Montrer que f est dérivable sur R. Quelle est sa dérivée?

2. Montrer que la dérivée seconde de f existe. La déterminer.

3. Montrer que la dérivée troisieme de f existe. La déterminer.

4. Soit g : R — R définie par g(z) = f(z)+ |r — 1|. Montrer que g admet une dérivée

troisieme que 'on déterminera.

Exercice 2.10. : Une autre construction de la fonction exponentielle (cf. DEUG 2).
On va montrer que, pour tout x € R, la suite

o, - (),

est convergente vers une limite que 'on note f(x). On étudiera la fonction f: R — R
ainsi définie, qui n’est autre que la fonction exponentielle.

1. Soit a € R. Montrer que la suite (|a|¥/k!); est décroissante & partir d'un certain
rang. En déduire qu’elle converge vers un certain [ € R. En utilisant la sous-suite
(Jal**1/(k + 1)!)g, en déduire que [ = 0.

2. Etant donné z € R et en notant par C' un majorant de la suite (|2z|*/k!)j,, montrer
que, pour n € N et p € N¥,

1—1/2v

1-1/2

1 22 o >
(@) = ful2)| < Cqmr L 1/2 = 07 < cor.

En déduire que (f,,(z)), est une suite de Cauchy. Comme R est complet, cette suite
converge vers une limite notée f(z). Que vaut f(0)?

3. Soit x € R, y € [-1;1] et n € N avec n > 2. Montrer que

n k—2 LCZ yk;—l
fn(x + y) - fn(x) - yfn—l(aj) == Z *' . [ (5)
iz (k=0
En déduire que
n k-2 ’:C‘l 1

e+ ) = 2@ —ufn@)] < XY T

et que ce dernier terme est 32 (fn(\x| +1)— fullz]) — fn_1(|x])), en utilisant (5) pour
(x,y) remplacé par (|z|,1).
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4. Déduire des deux questions précédentes que
F@+y) = f@) —yf(@)| < P(Fal+1) = 2f(2])) -

5. En déduire que f est dérivable sur R. Quelle est sa dérivée ?
6. Montrer que f coincide avec la fonction exponentielle (vue en cours) en prouvant
que la fonction g : R — R définie par g(x) = e " f(x) est constante égale a 1.
Exercice 2.11. : Recherche d’extrema.
1. Quels sont les extrema locaux d’une fonction constante ? Sont-ils absolus ?
Méme questions pour f :]0;1] — R définie par f(z) = .
Meéme questions pour g :]0; +00[— R définie par g(z) = 1/z.
Méme questions pour h :)0; 3] — R définie par h(x) =z + (1/z).
Soit a €]0; +oo[. Méme questions pour k : R — R définie par k(z) = 1/(1+ |z|) +
1/(1 4+ |z — al).
Exercice 2.12. : Soit f : R — R définie par f(z) = (|z| — 1)
1. Peut-on appliquer le théoreme de Rolle a f sur [—2;2] 7

A o B

2. Trouver tous les x € [—2;2] tels que f'(z) est bien défini et vaut 0.
3. Peut-on appliquer le théoréeme de Rolle a f sur [0;2] ?

Exercice 2.13. : Soit n € N*, (p,q) € R? et f : R — R définie par f(z) = 2" + px +q.
Montrer que f ne peut avoir plus de trois racines réelles distinctes.

Exercice 2.14. : Soit (o, 3,7) € R3 et f: R — R définie par f(x) = az®+ Bx ++. Soit
(a,b) € R? avec a < b. Le théoreme des accroissements finis appliqué & f sur [a; b] donne
I'existence d'un ¢ €]a; b[ tel que f'(c) = (f(b) — f(a))/(b— a). Quelle est la valeur de ¢?
En déduire une propriété géométrique de toute parabole.

Exercice 2.15. : Démontrer les inégalités suivantes.
1. Pour tout z > 0, z > In(1 + ) > z/(1 + z).
2. Pour tout x €]0; 1[, Arcsinz < /v/1 — 22
3. Pour tout x > 0, Arctanz > z/(1 + z?).

Exercice 2.16. : Etude d’une suite.

1. Soit a > 0. A Dlaide du théoreme des accroissements finis appliqué a z — x=°,

montrer que, pour tout n € N avec n > 2,

1 - 1 ( 1 1)
nlta a \(n—1)> no/)’

2. En déduire que, pour tout 5 > 1, la suite (S, )nen+, définie par

LA |
Sn: R
=¥

est convergente. Ce résultat est faux pour = 1, comme le montre I'exercice 3.21.
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Exercice 2.17. : Soit (u,)nen définie par

1. Pour tout n € N, appliquer le théoréeme des accroissements finis sur 'intervalle [0; 1]
a f, : R — R, définie par

2. En déduire que limu,, = e.

Exercice 2.18. : Soit f : R — R dérivable.
1. Montrer que, si f est paire, alors f’ est impaire. Etudier la réciproque.
2. Montrer que, si f est impaire, alors f’ est paire. Etudier la réciproque.
3. Montrer que, si f est périodique de période t > 0 (cf. exercice 1.23), alors f’ est

aussi périodique de période t. Etudier la réciproque.

Exercice 2.19. : Soit (a,b) € R? avec a < b et f : [a;b] — R, dérivable et de dérivée
continue, telle que f'(a) = f'(b). Soit Fy, F}, : [a;b] — R, définies par

f@)—f(a) f@)=fb)
Fy(z) = wa S1T 7 a, ot Fy(z) = X s1 #b,
f'(a) siz=a 1'(b) siz=»b.
1. Montrer que F, et F, sont continues sur [a;b] et dérivables sur |a;b].
2. Montrer que, si F,(a) = F,(b), alors il existe ¢ €]a; b[ tel que
f(e) = fla)

/ —

fle) = 1921

3. Dans cette question, on suppose que Fy,(a) # F,(b). On pose h = F, — F,.
(a) Montrer que h(a) # 0 et que h(a) = —h(b).

(b) En déduire qu’il existe a €]a; b tel que
flo) = fla) _ fle)— 1)

a—a a—>b

(¢) En déduire que F,(a) = F,(b) et qu’il existe ¢ €]a; b] tel que (6) soit vraie.

4. Donner une interprétation géométrique de la relation (6).

Exercice 2.20. : Soit (a,b, ¢, d) €]0; +oo[*. Etudier les limites suivantes :

_ T _ . 2 .2 16
lim 7\/_ Ve , lim ~ , c#d, lim (arcsine)” — 77/ ,
z—e Ingx —1 @0 ¢ — d* e—1/v2 222 — 1
shz —sinx . xcos2x —sinx a® —

im——— im . lim ———— .
e—0thxr —tanx ’ z—0 sh2x —sin2x ' z—a chx — cha
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Exercice 2.21. : Soit n € N*, (a,b) € R? avec a < b et f : [a;b] — R n fois dérivable.
On suppose que f s’annule en (n+1) points distincts de [a; b]. Montrer qu’il existe ¢ €]a; b[
tel que f™(c) = 0.
Exercice 2.22. : Soit f: [-1;1] — R, de classe C?, telle que f(—1) = f(1) = 0.
1. Soit a €] — 1;1].
(a) Montrer qu'il existe un polynéome P, de degré au plus 2 tel que la fonction
ga = f + P, s’annule en —1, 1 et a (on pourra chercher P, sous la forme
Az —1)(z+1)).
(b) En appliquant plusieurs fois le théoreme de Rolle, en déduire qu’il existe un
c €] —1;1] tel que f(a) = f"(c)-(a®—1)/2.
2. En déduire que

()]

sup

1
sup])f(x)‘ =20,y

ze[—1;1

Exercice 2.23. : Quels sont les formules de Taylor-Lagrange et de Taylor-Young a 'ordre
3 des fonctions suivantes :

fi(z) = exp(z), folw) =2 +3z =1, fs(x)=In(1+z)?
On justifiera I'existence de telles formules.

Exercice 2.24. : Montrer que, pour tout = > 0,

x? 2 2
- — < In(1 < T - =4+ —.
T =3 n(l+z) T - o+ 5
Exercice 2.25. : Trouver un polynéme de Taylor de la fonction exp qui permet de calculer

approximativement les valeurs de cette fonction sur [—1; 1] avec la précision 1073,

Exercice 2.26. : Utiliser la formule de Taylor pour calculer approximativement :

v/30 avec la précision 1073, Ve avec la précision 1072,
sinl avec la précision 1072, In(1,2) avec la précision 1073 .

Exercice 2.27. : En utilisant une formule de Taylor-Lagrange pour la fonction In, étudier
la suite (S, )nen+ définie par

"
I
NE
oy

k=1
On comparera le résultat trouvé avec 'exercice 3.21.

Exercice 2.28. : Ecrire le polynome 1 + 3z + 522 — 22% comme un polynéme P(X) de
la variable X =z + 1.

Exercice 2.29. : Pour z # 0, on pose f(z) = 6(x —sinz)/x3.

1. Etudier la limite de f quand z tend vers 0.
2. Montrer que : Vz # 0, 30 €]0,1[; f(x) = cos(bz).
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3. Montrer que, pres de 0, la proposition P(z), donnée par
P(x) = (Vx #0, 310 €]0,1[; f(z) = cos(@x)) :

est vraie. On peut donc définir pres de 0 une fonction z — 60(z), ou 6(z) est 'unique
¢ donné par P(z). Montrer que lim, o 6(z) = 1/4/10.

Exercice 2.30. : Soit ¢ : R — R de classe C? telle que ¢ et ” sont bornées sur R. Soit

My = suple(x)| et My = supl|¢’(x)].
zeR z€R

1. Soit (z,y) € R? avec x < y. En utilisant une formule de Taylor-Lagrange sur [z;y],
montrer que

- 5 (7)

2. Soit a > 0 et x € R. En utilisant une formule de Taylor-Lagrange sur [x — a; ] et
une sur [z;x + a}, montrer que 1'on peut améliorer (7) en

Mo CLMQ

/
< —
Pl < =2+ 5

3. En déduire que ¢’ est bornée sur R et que

M, = supl¢'(z)] < /2MyM, .

z€eR

Exercice 2.31. : (Avril 1995)
On considere la suite (vy,)nen définie par v, = 2" sin(w/2").

1. Montrer que lim v,, existe et vaut 7.

2. En utilisant la formule de Taylor-Lagrange pour sinz en 0 a un ordre convenable,

montrer que

3

6 x 4n

T —v,| <

3. En utilisant encore Taylor-Lagrange, montrer que

3 7°

TTI T ek an| < 120 x 420

4. BEtant donné \ € R, on définit la suite (wy,)nen par w, = Av,1 + (1 — A)v,. Choisir
A pour qu'il existe K € RT tel que, pour tout n € N, on ait |7 — w,| < K/4*" (on
donnera une valeur numérique d’un tel K).
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3 Applications.

Exercice 3.1. : Justifier 'existence et déterminer la partie réguliere des développements
limités des fonctions suivantes.

1. expx au voisinage de 1, a 'ordre 3,

2. (1+x)* (pour a > 0) au voisinage de 1, a 'ordre 2,

3. sinz au voisinage de 7 /4, a l'ordre 4,

4. (x* —1)/(2x + x*) au voisinage de +o0, & lordre 2,

5. In(z + /1 + 22) — Inx au voisinage de +o00, & l'ordre 4.

Exercice 3.2. : Justifier I'existence et déterminer la partie réguliere des développements
limités en 0 des fonctions suivantes.

., In(1+2) + expz alordre
, e’sinx a l'ordre

sinx + chx a lordre 4,
4,
: (1+x)3/chz alordre 4,
4,
3,
4.

(1+x)? + shz alordre

x?cosx a lordre

(1 —cosx)/(shx)? & lordre
In(1 + shz) a lordre
chr alordre

sin(In(1 4+ z)) a lordre
, (1 +22—22%)Y3 alordre
: (1+z)*™* & lordre

=~ = &~ O Ot O

Exercice 3.3. : Il se peut qu’en effectuant des opérations sur des développements limités,
on gagne ou on perd en précision comme on va le voir ci-dessous. Tous les développements
limités considérés sont en 0.

1. Calculer le DL a l'ordre 4 de (1 — cosz)chx, en appliquant le cours puis en utilisant
le DL de cosx a l'ordre 4 et celui de chx a 'ordre 2.

2. Montrer l'existence et calculer la partie réguliere du DL a l'ordre 2 de sinz/shz.

3. Calculer le DL & l'ordre 4 de (1 + (chz — 1)?)7!, en appliquant le résultat de com-
position pour les fonctions y +— (1 + 3?)~! et 2 — chz — 1 puis en utilisant les DL
a Pordre 2 de y — (1 +y*)~! et de & +— cha — 1.

Exercice 3.4. : Montrer que R 3 x — 1 — cosz — (shz)?/2 est négative pres de 0. En
déduire que 0 est un maximum local de cette fonction.

Exercice 3.5. : On a vu dans le cours que In n’admet aucun développement limité en 0.
Pour n € N*, on considere f,, :]0; +oo[— R définie par f,(x) = 2" - Inz. On cherche les
éventuels développements limités en 0 des f,.

1. Montrer que f; admet un développement limité en 0 a ’ordre 0.

2. Montrer que f; n’admet pas de développement limité en 0 a I'ordre 1. Soit p € N*.
f1 admet-elle un développement limité en 0 a 'ordre p?

3. Montrer que f,, admet un développement limité en 0 a tout ordre p € N tel que
p < n. Qu'en est-il pour p >n?

Exercice 3.6. :
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1. Montrer l'existence et déterminer la partie réguliere du développement limité en 0
a l'ordre 3 de

—r 42— /(v —2)% 4 422
Roz — y(z) = \/(2 ) ,

olt y1(x) est une solution de I'équation en y, de parametre z, y? +y(z —2) — 2? = 0.

2. Soit § > 0 et f :]—0;d[— R dérivable, valant 1 en 0, telle que, pour tout = €] —4; J|,
f(z) = z + f(x). Montrer que f est de classe C*. Déterminer son développement
limité en 0 & 'ordre 4 (qui existe puisqu’elle est C*).

3. Soit I, J deux intervalles ouverts contenant 0. Soit f : [ — J strictement crois-
sante, de classe C™, telle que J = f(I), f(0) =0, f’(0) = 1 et, pour tout = € I,
f'(z) > 0. On sait que f est forcément bijective de I sur J et que f~! est aussi de
classe C*°. On suppose que le développement limité en 0 a ’ordre 5 de f est donné
par z+azx3 +asz® +o(x®), pour un certain (as, as) € R?. Déterminer celui de f~! en
fonction de (as, as). Retrouver, a partir du développement limité en 0 de tangente
(vu en cours) et du calcul précédent, le développement limité en 0 a 'ordre 5 de la
fonction arctangente.

Exercice 3.7. : Quelle sont les parties principales en 0 des fonctions suivantes :

1
cosz — cos(2z) 1n<1 R

> — sin(27) — 22°, 2" — (sinz)™"*?
-

Exercice 3.8. : Etudier la limite en 0 des fonctions suivantes.

e’sinx —xcosx 4 . arctanx —sinz 4 .
lanz?  Iéponse : 1 ) S réponse : 1,
T _ phT 3 7
“=0" réponse : In(a/b) gt/2m) réponse 1 /e,
1 1 4 ) 1 1 4 )
T —sinz z_sinhg 1oponsSe: Foo > (sinz)? (sinh z)?2 reponse - 2/3 :

Exercice 3.9. : Etudier la limite en 400 des fonctions suivantes.

z+a : z+a ! ; In (CH‘ Vv 1+x2) ,
ln(m) . sm(z2+b2> réponse : a—b , ————% réponse: O,
In| coshz

xX
, 1/x 1/z ,
z-(a/® —1) réponse: Ina (“ ;rb ) réponse : Vab.

Exercice 3.10. : Trouver (a,b) € R? tel que

CoaV 1+ a2 £ et )
lim 1

z—0 €T

existe dans R. Déterminer sa valeur.

Exercice 3.11. : Montrer que la fonction f : R — R qui, & x # 0, associe 2(1—cos z)/z*
et, a 0, associe 1, est de classe C? sur R.
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Exercice 3.12. : (Avril 1997)
Soit a € Ret f: R — R définie par f(0) = a et, pour tout = # 0, par f(z) = (e*—1)/z.

1. Pour quelle valeur de a la fonction f est-elle continue sur R ?
Dans la suite, on prend a ainsi choisi.

2. (a) Soit z € R\ {0}. Ecrire la formule de Taylor-Lagrange pour la fonction expo-
nentielle, a I'ordre 2, entre 0 et x.

(b) En déduire qu’il existe b € R (indépendant de z) et r(z) € R tels que

f(x) = a+bx+ ggr(aj) et |r(z)| < el

En déduire que f est dérivable en 0. Que vaut f'(0)?
(c) Montrer que f est de classe C! sur R.

3. On se propose de montrer que f est de classe C? sur R. On pose u(z) = e® — 1 et

o(z) = u(z) —zu'(z) + %u"@) — —u®(2).

(a) Calculer ¢'(z). En utilisant le théoreme des accroissements finis, montrer que
()] < (2/6) - k.
(b) Pour z non nul, calculer f”(z) & I'aide de ¢(z) et de u®(z). Montrer que

. 1
lim f" ()

z#0
existe et déterminer sa valeur. En déduire que f est de classe C2.

Exercice 3.13. : Soit g : R — R de classe C* telle que ¢g(0) = 0. Soit f : R\ {0} — R
définie par f(z) = g(z)/x. On va montrer que f se prolonge par continuité en 0 en une
fonction, notée f, de classe C™.

1. Montrer que f est C*®. Pour tout p € N et tout = # 0, exprimer f®)(z) en fonction
des dérivées de g.

2. Montrer que f se prolonge par continuité en 0. Que vaut f(0)?

3. Montrer que, pour tout p € N, f (P) g une limite finie en 0 que 'on déterminera. En
déduire que f est de classe C*.

4. Peut-on appliquer le résultat précédent aux fonctions g suivantes
gla) = sinz, g(x) = cosz, glx) =" ~1, g(x) = [2]?
Exercice 3.14. : (Mars 1998)
Soit f : R — R de classe C? telle que f(0) = f'(0) = 0. Soit g : R — R définie par
f(Vx), stz >0, et par f(—y/—x), si z <O.

1. Vérifier que g est de classe C! sur chacun des intervalles | — oo, 0[ et 0, +o0o[. Calculer
¢' en fonction de f’.

2. Montrer que g est continue sur R.



TD de MA4, 03/04 16

3. Btudier lim ¢'(z) et lim ¢/(z).
>0 <0

4. Donner une condition nécessaire et suffisante sur f”(0) pour que g soit de classe C*
sur R.

Exercice 3.15. : Soit s : R — R définie par s(x) = 1, si z > 0, et par s(z) = 0, si
x < 0. Quelles sont les solutions sur R de I"équation y' = sy ?
Exercice 3.16. : Résolution d’équations différentielles.
1. On considere ’équation différentielle zy’ — 2y + x = 0.
(a) Résoudre I’équation sur | — oo; 0 et sur |0; +o0.
(b) Déterminer les solutions sur R, de classe C! sur R.

(c) Sil’on cherche les solutions sur R de I'équation, de classe C? sur R, le résultat
est-il modifié ?
2. Mémes questions pour I'équation différentielle zy/ — (z + 1)y + e*(2* + 1) = 0.
3. Mémes questions pour 1'équation différentielle 23y’ + 2(2? — 1)y = 0.

4. Mémes questions pour 'équation différentielle |z|y’ + (x — 1)y = 2%

Exercice 3.17. : On considere ’équation différentielle ¢/ sin x — 3y cosx — cosx = 0.
1. Soit k € Z. Résoudre 'équation sur Iy :=|km; (k + 1)7[.
2. Déterminer les solutions de I'équation sur ]0; 27|, de classe C* sur |0; 27].
3. Déterminer les solutions de ’équation sur R, de classe C! sur R. Combien de solution

y de I'équation vérifie y(m/2) =07

Exercice 3.18. : Montrer que la fonction f: R — R définie par f(z) = z, si x < 0, par
f(z) =0, si x €]0;2], et par f(x) =2 — 2z, si & > 2, est concave.
Exercice 3.19. : Convexité et extrema locaux.

1. Etudier la convexité de f : R — R définie par f(z) = Arcsin (3z—423). Déterminer
les extrema locaux de f.

2. Mémes questions pour g : R — R définie par g(z) = 23 — 622 + 9.

3. Mémes questions pour h : R — R définie par h(z) = In(Arctan (1 + 22)).

Exercice 3.20. : Inégalité de Schwarz.

1. Soit (a,b) € R* avec a < bet f : [a;b] — R convexe. Soit n € N*, (2;)ieq1:n) € [a;b]"
et (N)icpin) € (RT*)™ tel que A =37, A; > 0. Montrer que

2. Montrer que le résultat précédent est encore valable si 'hypothese “ ()\i)ie[l;n] €
(RT*)™ tel que X = Y1 A; > 07 est remplacée par “(X;)icpm € (RT)™ tel que
A=Y >0,
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3. Soit n € N*, (a;)iepim] € R™ et (b)ieqi;n) € R™. Montrer I'inégalité de Schwarz
n 2 n n
(Bat) = (%) (Z#):
i=1 i=1 i=1

On pourra appliquer le résultat précédent pour f(z) = 2%, \; = b?, pour tout
i € [1;n], et a et b convenables.
Interpréter le résultat pour n € [1;3].

4. Soit n € N*, (a;)icpm) € R™ et (bi)icpi;n) € R™. Montrer I'inégalité de Minkowski

n 1/2 n\1/2 noo\1/2
(Z(ai + b,-)2> = <Z a?) + (Z bf) :
i=1 iz1 i=1
On pourra appliquer le 2. & f(z) = (14+2%)'/2, X; = b7 /(37— b3), pour tout i € [1;n],
et a et b convenables.

Interpréter le résultat pour n € [1;3].

Exercice 3.21. : Constante d’Euler.
On consideére la suite (uy,),en+ définie par

Uy, = — —Inn.

On se propose de montrer que (uy,),en+ converge un certain réel v > 0, appelé constante
d’Euler (résultat a comparer avec les exercices 2.16 et 2.27).
Pour ce faire, on introduit la suite (v,),en+ définie par

n

1
vy, = Z% — In(1+n).

k=1
1. Soit f:] — 1;400[— R définie par f(z) = In(1 + z). Montrer que [ est dérivable.

2. En appliquant le théoreme des accroissements finis a f entre n—1 et n, pour n € N*,
montrer que (U, ),en+ est décroissante et que (v,,)nen+ €st croissante.

3. Montrer que, pour tout n € N*, u,, > v,.

4. En déduire que (uy,),en+ converge et que sa limite y vérifie v € [1 — In 2;1].

Exercice 3.22. : Soit (u,)neny donnée par uy € R et u,1 = 2y/u, — 1, pour tout n € N.

1. Soit (v )nen donnée par vy €] — 00; 1 et v, = 1 +v2/4, pour tout n € N. Montrer
que (v, )nen est bien définie et que, pour tout n € N, v, < 2.

2. En déduire que, si (u,)nen n'est pas bien définie, alors uy < 2.
3. Montrer que, pour ug > 2, (up)nen est bien définie.
Exercice 3.23. : Soit f : [0;+oo[— [0, 1] continue et (z,),eny donnée par zop = 1 et

Tpr1 = Tp - f(x,), pour tout n € N. Montrer que la suite converge et calculer sa limite.
En déduire la limite de la suite (X,,),en définie par
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Exercice 3.24. : Soit f : R — R définie par f(z) = F(z)+ (z— E(x))?* (ot E désigne la
fonction partie entiere introduite dans I'exercice 1.17). Etudier la continuité de f. Tracer
son graphe. Montrer que (u,)nen donnée par ug € R et u,1 = f(u,), pour tout n € N,
est bien définie. Etudier la convergence de (U )pen-

Exercice 3.25. : Soit (a,)nen et (by)nen définies par ag = 1 et by = 2, et par a, 1 =
2(1/a, +1/b,)" " et byy1 = (an, + b,)/2, pour tout n € N,

1. Montrer que (an)nen €t (bn)neny sont bien définies, que (ay,)nen est croissante, que
(bn)nen est décroissante, et que a,, < by, pour tout n € N.

2. En déduire que (a,)nen et (by)nen sont adjacentes.
3. Déterminer leur limite commune.
Exercice 3.26. : Soit (a;b) € R?* avec 0 < a < b. Soit (un)nen €t (v,)nen définies par
Uy = a et vy = b, et par Uupry = (Up +V5)/2 €t Vi1 = (Upgr - v,)Y2, pour tout n € N.
1. Montrer que (uy)nen €t (vn)nen sont adjacentes. On appelle ¢ leur limite commune.
2. Soit a = Arccos(a/b).

(a) Montrer par récurrence que, pour tout n € N,

b-sin«a
v 27 sin(a/27) et wu vy, - cos(a/2")

(b) En déduire que £ = (b-sina)/a.

Exercice 3.27. : Montrer que 0 < x +— In(1 + ) est 1-lipschitzienne (on pourra utiliser
le théoreme des accroissements finis). Montrer que 1 < z — In(1 + x) est contractante.

Exercice 3.28. : Soit h : R — R définie par h(x) = 1 + In(chzx). Montrer que, pour
tout © € R, |h/(z)] < 1. Montrer que h n’a pas de point fixe.

Exercice 3.29. : Soit f : R — R définie par f(z) = exp(—2?) et (z,)nen donnée par
xg =0 et z,41 = f(x,), pour tout n € N. On rappelle que e €]2; 3].

1. Montrer que la suite (z,)nen est bien définie.

2. Montrer que f admet un unique point fixe, noté a.

3. Montrer que

k == sup |f'(z)] = \/2/e < 1.
z€[0;1]
4. En déduire que (z,)en converge vers a. Trouver un n tel que z,, soit une approxi-
mation de a & 10~ prés (on pourra utiliser le fait que e > 2,5).

Exercice 3.30. : Soit f :]0; +00[— R définie par f(z) =4 — (Inz)/4 et (uy)nen donnée
par ug = 3 et u,y1 = f(uy,), pour tout n € N. Montrer que f a un unique point fixe
a. Montrer qu’il existe k € [0; 1] tel que, pour tout n € N, u,, est bien défini et vérifie
|, —a| < k™ |up — a|. Donner une valeur approchée de a & 107 pres.
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Exercice 3.31. : Soit ¢ : R — R définie par p(x) = 23+ (1/2)2? — 122+ 2. Montrer que
¢ a une racine et une seule xy dans l'intervalle |0, 1[. Pour calculer une valeur approchée
de x, on utilise f : R — R définie par f(z) = .+ (1/10)p(x) et la suite (u,)neny donnée
par ug = 0 et up11 = f(un), pour tout n € N. Montrer que (u,),en est bien définie.
Trouver k € [0, 1] tel que, pour tout n € N, |u,, — 2| < k™. Trouver un n tel que w,, soit
une valeur approchée de zy & 107 pres.

Exercice 3.32. : Montrer que les suites récurrentes suivantes sont bien définies et étudier
leur convergence.

ro=7% et VneN, x, =sinz, D=3 ¢t VneN, y =5+
=T et VYneN — 2tz S ay=2 et VneN —9_ 1.
0=y € n e ,Zn+1—2\/§ y Qo = € n e y Gn41 = an

bp>0 et VneN by =23(b,+%) ; =2 et VneN, ¢,y =2t
+ 2 bn 2cn+3

doz—l et VHEN,dn+1:\/1+dn

Exercice 3.33. : Montrer que les suites récurrentes suivantes sont bien définies et étudier
leur convergence. On étudiera éventuellement des sous-suites convenables.

x9g €R et VnEN,a:nH:%x% s yo=1 et VneN, y = (1—-y,)?;

20:§ et VneN, |z, 1 =vV2—2, ; ao=0 et VneN, a,,1 =cosa,.

Exercice 3.34. : On se propose de calculer une valeur approchée & 1072 pres de la racine
positive r de I'équation 22 +x — 1 = 0.

1. On pose g :] — 1; +o00[— R définie par g(x) = (1 +z)~ .
(a) Montrer que r est un point fixe de g.

(b) Soit J = [1/2;1]. Montrer que r € J, que g(J) C J et que g est contractante
sur J.

(c¢) En déduire que la suite (u,),eny donnée par ug € J et par u,+1 = g(uy,), pour
tout n € N; est bien définie et converge vers r.

(d) Trouver un n tel que u, soit une valeur approchée de r & 1073 pres?

2. Soit f: R — R définie par f(z) = z?+x—1. Soit ® :] —1/2; +00[— R définie par
O(z) =x — f(x)/f'(x). On se propose de construire une suite récurrente au moyen
de la fonction ® pour approcher r (méthode de Newton).

(a) Montrer que r est un point fixe de ®.
(b) Montrer que ® est contractante sur J = [1/2;1]. A-t-on ®(J) C J 7

(¢) En déduire que la suite (v,)nen donnée par vy € J et v, = ®(v,), pour tout
n € N, est bien définie et converge vers r.

(d) Trouver un n tel que v, soit une valeur approchée de r a 1073 pres?
3. On pose h(z) =1 — 2%
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(a) Montrer que r est un point fixe de h.

(b) La fonction h est-elle contractante sur J = [1/2;1] 7 Peut-on trouver un inter-
valle K C J tel que r € K et h est contractante sur K 7

(c) Montrer que la suite (wy)nen donnée par wy # r et w,41 = h(w,), pour tout
n € N, est bien définie et qu’elle diverge.
Exercice 3.35. : Soit f : R — R définie par f(z) = z° + 2z — 2.
1. Montrer que I'équation f(x) = 0 a une solution unique r sur R.
2. Soit g : R — R définie par g(z) = 2/(2* + 2).
(a) Montrer que r est un point fixe de g.
(b) Trouver un intervalle I tel que r € I, g(I) C I et g soit contractante sur I.
(c¢) Construire a 'aide de g une suite (uy,)nen de limite 7.
3. Soit h : R — R définie par h(z) = 2% + 3z — 2.
(a) Montrer que r est point fixe de h.
(b) Soit (wy)neny donnée par wy € I\ {r} et w,+1 = h(w,), pour tout n € N.
Montrer que lim w,, = +00.
Exercice 3.36. : (Avril 1996)
Soit g : [1; +00o[— R définie par g(z) =z — 2 — Inx.
1. En considérant g(3) et g(4), montrer que I’équation g(x) = 0 a une unique solution

dans l'intervalle [3;4] (on citera avec précision les théoremes utilisés). Dans toute la
suite, on appelle ¢ cette solution.

2. Soit f[1;4+o00[— R définie par f(z) = x — g(x) = 2 + Inz. Montrer que (u,)nen
donnée par uy = 3 et u,1 = 2 + In(u, ), pour tout n € N, est bien définie. Montrer
que, pour tout n € N, 3 < u,, < 4.

3. Montrer que, pour tout n € N,

|U0 — €| |U() — £|
4n 3n
(on pourra utiliser le théoreme des accroissements finis). En déduire la convergence
de (up)nen vers L.
Dans la suite de I’exercice, on applique la méthode de Newton a I’équation g(z) = 0,
ce qui conduit & considérer la fonction @ :]1; 00— R définie par

1+1
D) = (1 +Inw)
(on ne demande pas de vérifier ceci).

4. Montrer que ®(¢) = (. Expliciter ®'(x), pour x > 1, et montrer que ®'(¢) = 0.
Etudier les variations de ®.

z—1

5. Montrer que (v,)nen donnée par vy = 4 et v,11 = ®(v,), pour tout n € N, est bien
définie. Montrer que, pour tout n € N, v, < 4, et que (v,,)nen converge vers /.

6. En écrivant ®”(z) sous la forme A(x)/(z(z — 1)?)) et & laide de majorations tres
simples, montrer que, pour tout z € [3;4], |®"(z)| < 2.

7. Soit v # /. Ecrire la formule de Taylor-Lagrange, a 1’ordre 1, pour la fonction &
entre ¢ et v. En déduire que, pour tout n € N, |v,41 — ¢| < |v, — £)*.
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4 Annales.

DEUG Sciences ler niveau - Mentions MASS, MIAS
UE 5 - MA4
Controle du 3 avril 1999 - Durée 2 heures
Tous les documents et calculettes sont interdits
Bareme indicatif : QC(3 pts), I (4 pts), II (6 pts), I1I (7 pts)

Question de cours : Donner la définition d’une fonction convexe sur un intervalle 1.

Exercice : On considere I'équation différentielle (E) : zy’ +y = €”.
Determiner les solutions de (E) sur | — oo; 0] ainsi que sur ]0; 4+o00.
Y a-t-il des solutions de classe C! sur R ?

Exercice : Soient a > 2 et f: R — R, z — exp(—(x/a)?).
Calculer f" et f”. En déduire la valeur de

M = suplf(z)].
zeR
Montrer que M < 1/2 (on donne 1,6 < /e < 1,7 et 1,4 <2< 1,5).
Soit (uy,)nen donnée par ug = 0 et par u,41 = f(u,), pour n € N.
Montrer que, pour tout n € N, |u,11 — u,| < (1/2)". En déduire que les suites (ugp)pen
et (ugp+1)pen sont adjacentes.
Montrer que la suite (u,),en est convergente.

Exercice : Les deux questions sont indépendantes

Soit f : [1,4+00[— R une fonction continue admettant une limite finie ¢ en +o0.
1. Montrer que f est bornée. Montrer que f est uniformément continue.

2. On suppose que f est dérivable sur |1, +oo[ et que f(1) = £. Soit g : [0,1[— R, z —
f(:£). Justifier la continuité de g sur [0,1[. Comment prolonger g par continuité

sur [0,1] ? En déduire l'existence d'un ¢ de |1, +-o00[ vérifiant f'(c) = 0.

DEUG Sciences ler niveau - Mentions MASS, MIAS
UE 5 - MA4
Examen du 3 juin 1999 - Durée 2 heures
Tous les documents et calculettes sont interdits
Bareme indicatif : QC(4 pts), I (2 pts), II (8 pts), III (6 pts)

Questions de cours : Soit I un intervalle ouvert, a € I et f,g : I — R. Donner la
définition du fait que f(x) ~ g(x) quand z tend vers a.
Enoncer le théoreme de Taylor-Lagrange.

Exercice : Soit f : [1,+oo[— R continue admettant une limite finie ¢ en +oo. Montrer
que f est bornée.
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Exercice : Soit « la racine positive du polynome f(x) = x? —z — 1. Soient I = [3/2; 2]
et ® : I — R la fonction donnée par la méthode de Newton. On rappelle que ®(z) =
z— f(x)/f'(x).

Déterminer ¢’ et ®”.

Calculer ®(«) et ?'(«).

Montrer que ®(I) C I et que ® est contractante sur I.

Soit (v,)nen donnée par vy = 3/2 et v,11 = P(v,), pour tout n € N. Montrer que
limv, = .

Trouver un indice n tel que |a — v, | < 1073,

Exercice : Les trois questions sont indépendantes

Trouver le développement limité en 0 a 'ordre 4 de la fonction f définie par

™

f(z) = sin (3 COS[E) :

Soit g(z) = sin(z?). Trouver g(?°22(0) (ici, comme dans la question suivante, g™ désigne
la dérivée n-ieme de la fonction g).
Soit h(x) = 27 In(1 + z). Trouver h*119(0),

DEUG Sciences ler niveau - Mentions MASS, MIAS
UE 5 - MA4
Examen du Mercredi 8 septembre 1999 - Durée 2 heures
Tous les documents et calculettes sont interdits
Bareme indicatif : QC(4 pts), I (4 pts), II (4 pts), III (8 pts)

Questions de cours : Montrer qu'une fonction définie et contractante sur le segment
[a,b] de R est continue sur [a,b] (pour (a,b) € R?* avec a < b).
Enoncer le théoreme de Taylor-Young.

Exercice : Soit (a,b) € R?* avec a < b et f : [a;b] — R une fonction dérivable vérifiant
f(a) = f(b) =0cet f'(a) = f'(b) # 0.0n suppose par exemple que f’'(a) > 0.

Montrer que f prend sur |a;b[ une valeur strictement positive et une valeur strictement
négative (on pourra raisonner par I'absurde et considérer les taux d’accroissements de f
en a et en b).

En déduire que f’ s’annule en au moins deux points distincts de ]a, b|.

Exercice : Déterminer les réels a et b tels que la limite pour x tendant vers 0 de

In(1+ €**) +ay/1—2x+b

3

soit finie et calculer cette limite.

Exercice : Soit f une fonction positive, de classe C? sur R et telle que f” soit bornée sur
R. On note

M = sup | f"(x)] -

zeR
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Montrer, en appliquant la formule de Taylor avec reste de Lagrange a la fonction f que,
pour tout (z,\) € R?, f(z) + Af'(z) + MA?/2 > 0.

En déduire que, pour tout z € R, |f'(z)| < (2M - f(x))Y/2.

Soit zg € R tel que f(zg) = 0. On pose g = /.

Montrer que, pour tout z € R\ {z¢}, il existe ¢ € R, compris entre z( et z, tel que
f(x) = (1/2)(x — z0)?f"(c) (on pourra commencer par remarquer que f'(zg) = 0).

En déduire que si f”(x¢) > 0, g n’est pas dérivable en z.

DEUG Sciences ler niveau - Mentions MASS, MIAS
UE 5 - MA4
Controle du 25 mars 2000 - Durée 2 heures
Tous les documents et calculettes sont interdits
Bareme indicatif : QC(6 pts), I (7 pts), II (7 pts)

Questions de cours : Donner la définition d’une fonction uniformément continue sur
un intervalle I de R.

Soit f une fonction continue de [a; b] dans [a; ] (pour (a,b) € R? tel que a < b). Montrer
qu’il existe ¢ € [a; 0] tel que f(c) = c.

Soit (a,b) € R? tel que a < b et f : [a;b] — R deux fois dérivable. On suppose que, pour
tout « € [a;b], f'(x) < 0 et que f(a) = f(b) = 0. Montrer que, pour tout x € [a;],
f(z) = 0.

Exercice : Soit f : R* - R, z +— Ae™3%/x — 1/z + 3x — 2 olt \ est une constante réelle.
Déterminer A pour que f soit prolongeable par continuité en 0.

Montrer que ce prolongement est dérivable en 0 et préciser la valeur de la dérivée en 0.
Montrer que 'équation zy’ + (3z + 1)y = 922 — 5 admet une unique solution sur R et la
préciser. Cette solution est-elle de classe C'! sur R ?

Exercice : Soit f : R — R de classe C2. On considére F' : R — R définie par F(t) =
2f(t) —tf'(t).

Montrer que si f est paire alors F' I'est aussi.

On suppose a présent F' paire et on pose, pour tout t € R*, h(t) = (f(t) — f(—t))/t>.
Montrer que h est dérivable sur R* et que pour tout ¢t € R*, h/(t) = 0.

En déduire que f est paire.

DEUG Sciences ler niveau - Mentions MASS, MIAS
UE 5 - MA4
Examen du 30 mai 2000 - Durée 2 heures
Tous les documents et calculettes sont interdits
Bareme indicatif : QC(4 pts), I (7 pts), II (9 pts)

Questions de cours : Soient f et g des fonctions réelles définies sur un voisinage de 0.
Que signifie 'expression “f est équivalente a g au voisinage de 0” (que 1'on abrege souvent
en “f(z) ~ glx)")?

Enoncer le théoreme des accroissements finis.
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Exercice : Les deuzr questions sont indépendantes

sin x

1. Trouver le développement limité a l'ordre 3 en 0 de e*. En déduire celui de

In(3 + esin®).

41n (3 + eSi”) —8In2—=z
Calculer lim - .
z—0 sin(z?)

2. Trouver les asymptotes pour x — #oo de la fonction x — v/a? + 22 et déterminer
la position relative du graphe par rapport aux asymptotes.
Exercice : Soit f : R — R définie par f(z) = (1+2?%)/(2+ 2?).Pour a € R, soit (u,)nen
donnée par uy = a et up41 = f(uy,), pour tout n € N,
Montrer que f(R) = [1/2;1].
Montrer que f est contractante sur [1/2;1].
En déduire que (uy,)nen converge (quel que soit le réel a).
Soit ¢ = limu,. Trouver un entier N tel que |uy — ¢| < 1073. (On ne demande pas de
déterminer /.)
Montrer que f admet un unique point fixe sur R.

DEUG Sciences ler niveau - Mentions MASS, MIAS
UE 5 - MA4
Examen du Lundi 11 septembre 2000 - Durée 2 heures
Tous les documents et calculettes sont interdits
Bareme indicatif : QC(4 pts), I (3 pts), II (6 pts), III (7 pts)

Question de cours : Enoncer et démontrer le théoreme de Rolle.

Exercice : Déterminer la limite lorsque x tend vers 0 de

Vitsinzg +e @2 -2
. .

X

Exercice : Soit f : R — R convexe et bornée. Soit a € R. On pose g, : R — R, = +—
(f(z) = f(a))/(x — a).
Montrer que g, est croissante sur |a, +00[ (on pourra, pour a < z < y, écrire = sous la
forme x = ta + (1 — t)y, pour un ¢ convenablement choisi). Montrer que

A ga(w) =0
En déduire que f est décroissante sur R (observer le signe de g,).
Montrer que f: R — R, x — f(—x) est aussi convexe (utiliser la définition) et bornée.
Qu’en déduit-on pour f 7
Enoncer un résultat résumant cet exercice.

Exercice : Soit f : R — R de classe C?. Pour k € {0,1,2,3}, on note

M, = sup ’f(k)(x)‘ :

z€R
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On suppose que My et Mz sont finis. Soit z € R et h > 0.
Ecrire les formules de Taylor-Lagrange a l'ordre 2 au voisinage de x d’une part pour un
accroissement +h et, d’autre part, pour un accroissement —h.
Résoudre le systeme linéaire d’inconnues f’(z) et f”(x) ainsi obtenu et en déduire :
My

M.
!/ <7 273
S @) < S0+ R

4 M, Ms
i < hi
7)< oy

Montrer que M; et Ms sont finis.

Soient ¢ :]0, +oo[— R et 9 :]0, +00[— R les fonctions données, pour h > 0, par p(h) =
Etudier les variations de ¢ et de .

En déduire l'existence de constantes C; et Cy (que 'on déterminera) telles que

M1§013M02'M3 et MQSCQ\S/MO'ME%.

DEUG Sciences ler niveau - Mentions MASS, MIAS
UE 5 - MA4
Controle du 24 mars 2001 - Durée 2 heures
Tous les documents et calculettes sont interdits
Bareme indicatif : QC(6 pts), I (5 pts), II (9 pts)

Questions de cours : Soit f : Dy — R. On suppose que D; contient un intervalle
|b; a[. Quand dit-on que —oo est limite a gauche de f en a?

Soit a € R et f :]a;+oo[— R croissante et majorée. Montrer que f a une limite en +oo.
Enoncer le théoreme de Rolle.

Exercice : Montrer que les fonctions f : x +— e * et g : z — |z| sont convexes sur R.
Soit h : & — eIl Vérifier que h(0) > (1/2)(h(1) + h(—1)). h est-elle convexe sur R ?
Soient f,g: R — R convexes. On pose h = f o g.

Peut-on affirmer que h est convexe sur R ?

On suppose en outre f croissante sur R. Montrer que h est convexe sur R.

Exercice : Soit n € N* et P un polynome de degré n vérifiant P(0) = 0 et P'(0) # 0.
On considere la fonction f : R — R définie par f(z) = P(x)e "l

Montrer que f est de classe C! sur R.

f est-elle de classe C? sur R ?

Vérifier que lim, o, f(z) = lim,_,_, f(z) = 0. En déduire que f est bornée sur R.
Montrer de méme que f’ est bornée sur R. On notera M; = sup,cp |f'(x)].

Soit (z,y) € R% Montrer que |f(x) — f(y)| < M|z —y|. f est-elle uniformément continue
sur R?

On suppose par exemple P'(0) < 0. Montrer qu’il existe un intervalle |0, A[ (resp. | — h, 0])
sur lequel f est strictement négative (resp. positive). En déduire I'existence de deux points
distincts x; et x5 tels que f/'(x1) = f'(z2) = 0.
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DEUG Sciences ler niveau - Mentions MASS, MIAS
UE 5 - MA4
Examen du Mercredi 30 mai 2001 - Durée 2 heures
Tous les documents et calculettes sont interdits
Bareme indicatif : QC(4 pts), I (7 pts), II (9 pts)

Questions de cours : Soit f : Dy — R. On suppose que D contient un intervalle
1b; a[. Quand dit-on que —oo est limite a gauche de f en a?
Enoncer le théoreme des valeurs intermédiaires.

Exercice : Trouver le développement limité a 'ordre 3 en 0 de x +— 1 + 2z + cosz.
Rappeler celui de ¢ +— In(1 4 ¢) (en 0, au méme ordre).

En déduire le développement limité a l'ordre 3 en 0 de x — In(1 + 2z + cos ).

Soit f: 2+ (In(1 + 22 + cosz) — /1 + 2z + a)/z* olt a est un réel.

Déterminer le réel a pour que f soit prolongeable par continuité en 0.

Le prolongement ainsi obtenu est-il dérivable en 07

Exercice : On se propose d’approximer le réel r vérifiant In(5 — r) = r. On rappelle que
In2~0,7et In3 ~1,1.

En étudiant rapidement la fonction f :] — 00;5[— R, x — In(5 — x) — z, montrer que
I'"équation f(x) = 0 admet une unique solution r. Montrer que r €]1,2[. On citera avec
précision les théoréemes utilisés.

Soit g ;] — 00;5]— R, x + In(5 — z).

Montrer que g([1;2]) C [1;2] et que pour tout = € [1;2] on a |¢'(x)| < 1/3.

Soit (uy)neny donnée par ug = 1 et, pour n € N, u,y; = g(u,). Montrer que la suite
(tn)nen est définie et converge vers r. Montrer que Vn € N, |u,, — r| < 37",

On applique a présent la méthode de Newton a f ce qui revient a considérer la fonction
:[1;2] >R, 2 — [(2)/f ().

Vérifier que ®'(x) = f(z)f"(z)/f (z)? et que ®([1;2]) C [1;2].

Ecrire la formule de Taylor-Lagrange pour ® a l'ordre 1 au voisinage de 7.

Calculer ®”(z). A T'aide d’une majoration grossiere, trouver k € [0;1[ tel que Vx €
152], |0"(2)] < k.

Soit (vn)nen donnée par vy = 1 et, pour n € N, v,41 = ®(v,). Montrer que Vn €
N, v, — 7| < (k/2)*" L.

DEUG Sciences ler niveau - Mentions MASS, MIAS
UE 5 - MA4
Examen du 12 septembre 2001 - Durée 2 heures
Tous les documents et calculettes sont interdits
Bareme indicatif : QC(6 pts), I (7 pts), II (7 pts)

Questions de cours : Démontrer que tout polynome de R[X] de degré impair a au moins
une racine réelle.
Soit (a,b) € R? avec a < b et f : [a;b] — R continue, dérivable sur ]a, b[. On suppose
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que Yz €]a; b[, f'(x) > 0. Montrer que f est croissante sur [a; b].
Enoncer la formule de Taylor avec reste de Young.

Exercice : Déterminer le développement limité a 'ordre 3, au voisinage de x = 1 de la
fonction f:x — (z?Inz)/(z* —1).

On considere I'équation différentielle (E) z(z? — 1)y + 2y = 22

Déterminer les solutions de (E) sur chacun des intervalles | — oco; —1[, | — 1;0[, ]0; 1] et
]1; 400

Montrer que (E) admet une unique solution sur R.

Cette solution est-elle de classe C' sur R?

Exercice : Soient A\ €]0.1] et n € N. On considére la fonction polynéome P, : x —
Yoo @/ (RY).

On cherche a montrer que ’équation P,(x) = Ae® admet une unique solution strictement
positive, que 'on notera x,, et que la suite (2, ),en est strictement monotone.

Pour n € N* fixé, on considere la fonction f, : x +— P, (z) — Ae®. Déterminer f! et étudier
la limite de f,(x) lorsque z tend vers +oo.

Conclure a l'aide d’une démonstration par récurrence.

On suppose que la suite (z,)nen est bornée.

Ecrire la formule de Taylor-Maclaurin (avec reste de Lagrange) pour la fonction exponen-
tielle.

Démontrer alors que la suite (P, (z,) — €*)nen converge vers 0.

Déduire de la question précédente que 'on a : lim z,, = 400.

DEUG Sciences ler niveau - Mentions MASS, MIAS
UE 5 - MA4
Examen du Lundi 6 mai 2002 - Durée 2 heures
Tous les documents et calculettes sont interdits
Baréme indicatif : QC(4 pts), I (10 pts), II (6 pts)

Questions de cours : Soit f définie sur un intervalle ouvert I contenant 0 et admettant
un développement limité en 0 a 'ordre 2. Montrer que ce développement est unique. Plus
précisément, montrer que s’ils existent (ag, ai, az) € R? et (bg, by, by) € R3 et des fonctions
€ et ¢, définies pres de 0, tels que

f(h) = ag + arh + ash® + h%e(h) = by + bih + bsh® + h*¢(h),

avec limg e = limg ¢ = 0, alors, pour tout k € {0; 1;2}, a, = by.
Enoncer le théoréme des valeurs intermédaires.

Exercice 1 : Dans tout 'exercice, f désigne la fonction f: R — R définie par f(x) =
cos(x/2). Les parties A et B suivantes sont largement indépendantes.

Partie A : Montrer que f admet sur [0; 1] un unique point fixe ¢ (que 'on ne cherchera
pas a expliciter).
Montrer que f est contractante sur [0; 1].
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En déduire que (u,)nen donnée par ug € [0; 1] et par u, 1 = cos(u,/2), pour tout n € N,
est bien définie et vérifie

Y EN, unr = 0 < (1/2) - Ju, — 4]
Trouver un indice n € N permettant d’approcher ¢ & 10~ pres.

Partie B : Soit ®(x) =z — f(z)/f'(z) et I = [2w/3;47/3].

Montrer que ® est de classe C? sur I. Déterminer ® et ®”. Montrer que, pour tout x € I,
®C®)(z) = —(1 + 2cos?(x/2)/(2sin*(2/2)). Donner les valeurs de ®(r), ®'(7) et ®(x).
Soit # € I. Donner un encadrement de cos?(x/2) et de sin®(x/2). En déduire que |®®) (x)| <
4/3.

Ecrire la formule de Taylor-Lagrange pour ® a l'ordre 2 au voisinage de .

Montrer que ®(7) C I. On considére (v,,)nen donnée par vy € I et par v, = ®(v,), pour
tout n € N. Montrer qu’elle est bien définie et que

VneN, |oan — 7| < (2/9) - |un — 7.

Exercice 2 : Soit f: R™ — R,z +— In(Inz).

Montrer que f est dérivable sur |1; +o00[. Calculer f’.

Soit m € N avec m > 2. Appliquer le théoreme des accroissements finis a f sur [m;m+2].
En déduire une majoration de la quantité In(In(m + 2)) — In(lnm).

Montrer que (un)nen+ donnée par u, = 3>2;_; 1/(kIn(2k)) diverge vers +oo (on pourra
penser & minorer u,).

DEUG Sciences ler niveau - Mentions MASS, MIAS
UE 5 - MA4
Examen du 25 juin 2002 - Durée 2 heures
Tous les documents et calculettes sont interdits
Bareme indicatif : QC(4 pts), I (6 pts), II (5 pts), III (5 pts)

Questions de cours :
Soit f : [a;b] — [a; b] continue. Montrer qu’il existe ¢ € [a; b] tel que f(c) = c.
Soit f,g: R — R k fois dérivables. Montrer que fg est k fois dérivable et que

(fg)(k) = fWg + C,if(k_l)gl + -+ C,if(k_i)g(i) 44 fgB (formule de Leibniz) .

Exercice 1 : Soit f une fonction réelle de la variable réelle x, définie pour x(z + 1) # 0
par f(x) =1—2z — (2zIn|z|)/(1 + z).

Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. Ce prolongement est-il dérivable en
07?

Donner un développement limité de f a l'ordre 3 au voisinage de —1. En déduire que f est
prolongeable par continuité en —1, que ce prolongement est dérivable en —1 et la limite,
quand z tend vers —1, de f(z)/(1+ )%
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Exercice 2 : Soit (a,b) € R? avec a < b et f : [a;b] — R lipschitzienne. On rappelle
que cela signifie I'existence d'un & € R* tel que

Y(@,y) € [a; 0], |f(@) = fy)] < |z —yl.

Montrer que f est continue sur [a; b].

On suppose en outre que f ne s’annule pas sur [a;b]. Montrer que la fonction 1/f est
lipschitziennes sur [a; b].

Monter que cette derniére propriété n’est plus valable si I'on remplace [a;b] par |a;b]
(donner un contre-exemple).

Exercice 3 : Soit f : R — R de classe C%.

On note My = sup,p | f”(z)|. Peut-on affirmer que Mj est fini?

On suppose a présent que M, est fini. Soit g € R et h € [0; +00].

En écrivant la formule de Taylor-Lagrange a I'ordre 1 au voisinage de x(, pour un accrois-
sement de +h (c’est-a-dire entre g et zo+ h) puis la méme formule pour un accroissement
de —h (c’est-a-dire entre zy — h et ), montrer que

|f(wo + h) = 2f (x0) + flao — h)| < h2M,.

Retrouver I'inégalité précédente en appliquant le théoreme des accroissements finis a la
fonction g : R — R,z — f(z + h) — f(z) sur Uintervalle [zq — h; x|, puis le méme
théoreme a f’ sur un intervalle judicieux.

DEUG Sciences 1°" niveau — Mentions MASS, MIAS
UE5 — MA4
Controle du 22 Mars 2003 — Durée : 2 heures
Tous les documents et calculettes sont interdits
Bareme indicatif.

Questions de cours (6 pts).

(a) Soit (a,l) € R? et f :]a;+oo[— R. Donner la définition de “I est limite de f en a”
et de “l est limite a droite de f en a”. Que remarque-t-on ?

(b) Etant donné f : D — R, donner la définition de “f est croissante sur D”.

(c) Enoncer le théoreme de Rolle.

(d) Redémontrer le résultat suivant. Si f : R — R est dérivable en 0 alors elle est
continue en 0.

Exercice 1 (4 pts). On considere 1'équation différentielle

22%y +y =1

(a) Montrer que, sur ]0; +oo[ (resp. | — 00;0[), I'ensemble des solutions est composé des
fonctions 0 < x — 1+ A exp(1/2x) (resp. des fonctions 0 > = — 1+ A_exp(1/2x)), ou
Ay (resp. A_) décrit R.
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(b) Soit yo une solution sur R de 1’équation. Montrer qu’il existe (a;,a_) € R? tel que,
pour tout > 0, yo(z) = 14+ a4 exp(1/2z) et, pour tout = < 0, yo(x) = 1+ a_ exp(1/2z).
Que vaut yy(0) ? En déduire une condition sur le couple (a;,a_).

(c) Trouver toutes les solutions de 1’équation sur R.

Exercice 2 (2,5 pts). Soit a < ¢ < b trois réels et ¢ : [a;b] — R une fonction convexe
telle que p(a) = ¢(c) = ¢(b) = 0.

(a) Vérifier que ¢(z) < 0, quel que soit x € [a, b].

(b) Montrer que ¢(x) = 0, quel que soit x € [a, b] (on pourra procéder par I’absurde).

Exercice 3 (3,5 pts).

(a) Montrer que lim,_,q - cos(1/z) n’existe pas.

(b) Montrer que lim,_.g ;.0 x cos(1/z) existe et calculer sa valeur.

(c) Donner une fonction continue en 0 et une fonction non continue en 0 mais définie en
0 tel que le produit soit continu en 0.

(d) Peut-on trouver deux applications qui sont définies mais pas continues en 0, dont le
produit est continu en 07 (on pourra éventuellement utiliser la fonction f : R* — R qui
x > 0 associe 1 et x < 0 associe —1).

Exercice 4 (3 pts). Soit f : [0, 00[—]0, oo[ continue, dérivable sur |0, co|, avec

£(0) >0, lim f(z) =0.

(a) Montrer que f est majorée. Soit M = sup{f(z);z > 0}.
(b) En déduire que f(]0, c0[) =]0; M].
(c) Montrer que 'une des propriétes suivantes est vraie :

(la valeur M est atteinte en 0 et seulement en 0),
(Jz > 0; f'(x) = 0).

DEUG Sciences 1°" niveau — Mentions MASS, MIAS
UE5 — MA4
Examen du 07 Mai 2003 — Durée : 2 heures

Tous les documents et calculettes sont interdits
Le barme est indicatif.

Questions de cours (7 pts).
1. Pour f: [0; +oo[— R, donner la définition de lim,_,, f(z) = 1.
2. Enoncer le théoreme de Taylor avec reste de Young.

3. Soit h > 0, a € Ret f:Ja—h;a+h[— R une fonction continue en a avec f(a) # 0.
Montrer qu’il existe un intervalle ouvert contenant a sur lequel f ne s’annule pas.

4. Vrai ou faux 7 Justifier toute réponse.
(a) Si une fonction f :]0;1[— R est strictement monotone alors f est bijective.

(b) Soit f :[0,1] — R une fonction continue et (u,)neny une suite d’éléments de
[0; 1] telle que u,, 41 = f(uy), pour tout n. Si f a un point fixe ¢ dans [0; 1] alors
(U )nen converge vers £.
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Exercice 1 (3 pts). Etudier les limites suivantes :

2 —1 2" —1 sinz 2 1
. . : ; /3 1/3
QICIII(I) pran };m% TR glclrr(l) (COS$ 1) , mhm ((:Jc +1) x ) .

Exercice 2 (5 pts). On considere 'équation d’inconnue x € R : 223 + 22 — 1 = 0.
1. Montrer que cette équation admet une seule solution positive. On la note /.

2. On utilise la méthode de Newton pour construire une suite convergeant vers ¢. On
est amené & considérer une fonction ® donnée par ®(x) = (42®+22+1)-(62%+22)~!
(on ne demande pas de vérifier ceci).

(a) Montrer que la fonction @ est de classe C? sur ]0; +o00] et que

223 + 2% — 1)(6x + 1)
202(3z + 1)2

Va €]0;+o00[, P'(z) = (

(b) Montrer que la suite récurrente (v,),eny donnée par vo = 1/2 et v,11 = P(vy,)
est bien définie et converge vers ¢ (on pourra vérifier que ¢ € [1/2;3/4]).

(¢) Montrer que la convergence de (v,,),en vers £ est quadratique.
Exercice 3 (3 pts). Soit 6 > 0 et f :] — §;8[— R de classe C? vérifiant f(0) = 0,
f(0) >0 et
Vo €] —6;9], (f’(x))2 = 2 cos(f(x)) :
Cette fonction admet un développement limité en 0 a 'ordre 3. Il existe donc trois réels
ai,as, az tels que, sur | — 8;0[, f(x) = ayx + axx? + azx® + o(x?).

1. Montrer que les fonctions x +— (f'(z))? et z — 2 cos(f(z)) admettent un développement
limité en 0 a 'ordre 2. En déduire la valeur de aq, as, as.

2. Retrouvez la valeur de aq, as, as, en utilisant une formule de Taylor-Young.
Exercice 4 (2 pts).
Soit f : [0;1] — [0;1] continue, dérivable sur |0;1[, telle que, pour tout = € [0;1],
f(f(z)) = f(x). Soit F' = {x € [0;1]; f(x) = x} 'ensemble des points fixes de f.

1. Montrer que F' = f([0;1]). En déduire que F' est un segment inclu dans [0;1].

2. Montrer que f est soit constante soit I'application x +— x sur [0; 1].

DEUG Sciences 1¢ niveau — Mentions MASS, MIAS
UE5 — MA4
Examen du 20 juin 2003 — Durée : 2 heures
Tous les documents et calculettes sont interdits
Le barme est indicatif.

Questions de cours (6 pts).

1. Que signifie, par définition, la phrase : “f : R — R admet un développement limité
en 0 a 'ordre 47 7
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2. Quel est le développement limité en 0 a I'ordre 4 de la fonction x +— shx?

3. Soit v et # deux réels tels que aw < 3. Montrer que, si f : [a; 5] — R est continue,
dérivable sur Jo; 3], et si f'(z) > 0 pour = €]a; 3], alors f est croissante sur [«; [3].

4. Vrai ou faux? Justifier toute réponse. Soit f : R — R.

(a) Si f est dérivable sur R et f'(0) = 0 alors f admet un extremum en 0.

(b) Si f admet une limite finie a droite et a gauche en 0 alors f est continue en 0.
Exercice (5 pts). Soit f : [0; 400[— R, qui, & > 0 associe v2z, et (u,),en donnée
par ug = /2 et, pour n € N, u,1 = f(up).

1. Montrer que (u,)nen est bien définie et que, pour tout n € N, u,, > 1.

2. En supposant que (u,)nen converge vers [, déterminer .

3. Montrer que, pour x > 1, 0 < f'(z) < 1/4/2. En déduire que, pour tout n € N,
1 = 2] < Jun —2|/V2.
4. Montrer que (u,),en converge et calculer sa limite.

Problme (9 pts). On considere la fonction g définie par

g : R — R
r — eV §iz>0,
0 siz <0.

On pourra utiliser sans démonstration que g est de classe C*° sur R, que g et sa dérivée
¢’ sont positives, c¢’est-a-dire

VeeR, g(x) >0 et ¢(z) >0,

et les deux équivalences

((g(m) > 0) = (a: > 0)> et ((g’(x) > 0) = (x > 0))

On définit deux nouvelles fonctions hy et hy par
VeeR, h(x) = g(m2 — 1) et ho(z) = g(4—x2) :

1. Etude de hi et hs.
(a) Montrer que hy et hy sont des fonctions C* sur R.
(b) Vérifier qu’elles sont positives : Vo € R, hy(z) > 0 et ho(x) > 0.

(¢) Etablir les deux équivalences suivantes.

() = 0) <= (vel-11]),
(o) = 0) <= (v -22]).

(d) Montrer que, pour tout x € R, hy(x) + ha(x) > 0.
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2. Soit f la fonction définie par

ha(z)

VreR, f(x) = Tn(@) + )

(a) Vérifier que f est bien définie et est une fonction C*° sur R.
(b) Montrer que Vz € R, 0 < f(z) < 1.

(¢) Montrer 1'équivalence
(f@) = 0) = (v¢-22]).

(d) Quelle est I'image réciproque f~1(1) de {1} par f?

(e) Montrer que f est strictement croissante sur [—2; —1] et strictement décroissante
sur [1;2] (on pourra exprimer la dérivée de f en fonction de g et ¢').

3. Etant donnés a > b > 0, donner (sans justification) une fonction F'; C* sur R, nulle
en dehors de | — a;al, valant 1 sur [—b;b] et vérifiant Vx € R, 0 < F(x) < 1.
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5 Quelques exercices corrigés.

Exercice : On considere la fonction f définie sur R* par : f : 2 — exp(—1/|z|), ol exp
désigne la fonction exponentielle.

Montrer que f admet un prolongement par continuité en 0. On note g ce prolongement.
Montrer que g est de classe C! sur R.

Montrer qu’il existe une suite de polynomes (P,),>0, a coefficients entiers et dont on
précisera le degré, telle que pour tout entier naturel n et tout réel strictement positif x
on ait : g™ (x) = P,(1/x)g(x).

Montrer que g est de classe C* sur R.

Solution : Comme |z| reste positif pres de 0 et lir% |z| = 0, on a, par composition,

lir% f(z) = 0. On pose donc g(0) = 0.

Par composition, la fonction g est de classe C* sur R*. Pour = > 0, ¢'(z) = (1/2?) exp(—1/z)

et, pour z < 0,¢'(z) = —(1/2?) exp(1/z)

Comme lim y?exp(—y) = 0, on a, par composition, lirr(l)g’(x) = 0. Par le cours, on en
Y——00 T—

déduit que g est de classe C! sur R avec ¢'(0) = 0.

Montrons par récurrence sur n € N, la propriété P(n) : il existe un polynoéme P,, a
coefficients entiers et de degré au plus 2n tel que

Vo >0, g™ (x) = Pu(1/x)g(w).
Comme ¢\ (x) = g(z), la propriété est vraie au rang 0, avec Py = 1.

Supposons le résultat acquis pour un certain rang n. Alors Va > 0, g™ (z) = B,(1/z)g(z).
Par dérivation, on obtient Vo > 0,¢"*V(z) = —(1/2*)P!(1/x)g(x) + P.(z)g'(z) soit
Vo >0,g"(x) = [-(1/2?) P! (1/x) + P.(z)(1/2?)]g(x), ce qui donne le résultat au rang
n+ 1 avec P,y1(z) = 2*(P,(x) — P!(x)). Par 'hypothese de récurrence, il est bien de
degré au plus 2n +2 = 2(n+ 1) et a coefficients entiers.

On conclut donc par le principe de récurrence.

Comme, pour tout & € N, lim g* exp(—y) = 0, on a par composition, pour tout entier
y——00

n, lim g™ (z) = 0.

z—0t

On remarque d’abord que si f : R — R est dérivable et paire (resp. impaire) alors f’ est
impaire (resp. paire). En effet, comme 0 = f(—z) — f(z) (resp. 0 = f(—x) + f(x)), on a,
par dérivation, 0 = — f'(—x) — f'(z) (resp. 0 = —f'(—x) + f'(x)).

Comme g est paire, on a par récurrence que, pour tout n € N, ¢ a méme parité que n.
On a donc, par composition,

lim ¢™(z) = (=1)"- lim ¢™(y) = 0.

z—0~ y—07F

Par conséquent lir% g™ (x) = 0. D’apres le cours, on en déduit que g est de classe C> sur
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R avec, pour tout n, g™ (0) = 0.

Exercice : Soit f: Dy — R, I € R et a € R un élément de Dy ou bien une borne d'un
intervalle ouvert inclu dans Dy. Montrer 1’équivalence des assertions suivantes :

Ve > 0,30 > 0; (xGDfﬂ]a—é;a—H;[ﬁ |f(z) — l|<e) (8)

Ve €]0;1[,30 > 0; (v € Dyna—dia+0[=> |f(x)— 1| <€) (9)
Ve > 0,36 €]0; 1[; (xEDfﬂ]a—é;a+5[:> |f(x) =1 <€) (10)
Ve €]0;1[,30 €]0;1[; (2 € Dyna—dia+0[= |f(x) — 1| <€) . (11)

Correction : On appelle P(e, §) assertion
(x € DiNla—0;a+ 6= |f(z) =] < e) .

Montrons que (8)<=(9), (8)<=-(10) et (10)=(11)=(9).

(8)=(9) : On suppose (8) vraie. Soit €; €]0;1[. Par (8), il existe un 6; > 0 tel que
P(e1,d1) soit vraie. Ceci étant vrai pour tout €; €]0; 1], (9) est vraie.

(9)=(8) : On suppose (9) vraie. Soit € > 0. On pose € = min(ey, 1/2) €]0;1[. En
appliquant (9) pour €3, on trouve un ds > 0 tel que P(eq,d2) soit vraie. Comme € > €,
P (e, d2) implique P(e1,d2). Donc, P(eq, d2) est aussi vraie. On a montré que (8) est vraie.

(8)=-(10) : On suppose (8) vraie. Soit €; > 0. Par (8), il existe d; > 0 tel que P(ey, 1)
soit vraie. Soit d; = min(dy, 1/2) €]0;1[. Comme Jy < 0y, P(er,01) implique P(eq, da).
Donc, P(ey,d2) est aussi vraie. On a montré que (10) est vraie.

(10)==(8) : On suppose (10) vraie. Soit ¢, > 0. Par (10), il existe d; €]0;1] tel que
P(e1,01) soit vraie. Comme d; > 0, on a montré que (8) est vraie.

(10)=(11) : On suppose (10) vraie. Soit €; €]0;1[. Par (10), il existe §; €]0;1[ tel que
P(e1,01) soit vraie. On a montré que (11) est vraie.

(11)==(9) : On suppose (11) vraie. Soit €; €]0;1[. Par (11), il existe §; €]0; 1] tel que
P(e1,d1) soit vraie. Comme ¢; > 0, on a montré que (9) est vraie.

Correction du probleme de ’examen du 20 juin 2003.

1) Etude de h; et ho.
(a) Les fonctions z — 2% — 1 et x — 4 — 22 sont polynomiales donc C* sur R et comme g
est aussi C* sur R%, on en déduit que h; et hy, composition de deux fonctions C*°, sont
également C'*° sur R.

(b) Comme g est positive, on en déduit que hi(z) = g(z*> — 1) > 0,2 € R et de méme
pour ho.

(c) Si z € [—1,1] alors x* — 1 est négatif et donc hy(z) = g(z* — 1) = 0 car g(y) =
si y < 0. Réciproquement si hy(z) = 0 on en déduit que y = 2> — 1 < 0 car g(y)

0
0
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si et seulement si y est négatif. Comme y = 22 — 1 < 0 on a alors que 22 < 1 et donc
e [-1,1].

Pour la deuxieme équivalence on procéde de méme en remarquant que y = 4 — 22 est
négatif ou nul si et seulement si 22 > 4 si et seulement si z ¢] — 2, 2[.

(d) Siz ¢] —1,1[,hi(x) > 0 d’apres le (b) et le (c) (hi(x) est positif et différent de
0). Comme hy(z) > 0 on a bien hy(z) + ho(z) > 0. Maintenant si x € [—1,1] alors
hi(z) = 0 et comme on a aussi x € [—2,2] alors hy(z) > 0. Dans les deux cas on a bien
hy(x) + he(z) > 0.

2) Etude de f.

(a) Comme hy(z) + ho(z) > 0 pour tout x € R, la fonction f est bien définie. De plus,
comme hi + hy et hy sont C'°, le quotient des deux est aussi C'* sur R.

(b) Siz € R, hy(x) > 0,hy(x) > 0 donc f(x) > 0. On a aussi hy(x) + ha(x) > he(z) donc
flz) <1.

(c) On a f(x) = 0 si et seulement si ho(x) = 0 et donc si et seulement si z ¢| — 2, 2|
d’apres la question 1.(c).

(d) Siz € f~1(1), par définition, f(z) = 1 et donc hy(z) = hy(x)+hi(z) et donc hy(z) = 0.
D’apres la question 1.(c), on en déduit = € [—1,1]. Réciproquement si x € [—1,1] alors
hi(z) = 0 et donc f(z) = 1. Finalement f~!(1) = [—1,1].

(e) On remarque d’abord que R (z) = 2z¢'(x? — 1) et hy(z) = —2x¢'(4 — 2?). Puis,

hy(x) (b () + ho(x)) — (M (x) + hy())ho(x)
( 1(2) + ha(2))?
hy(2)ha(x) = hy(2)hs(2)
(ha(2) + ho(2))?
—2z(g'(4 - 2?)g(a® — 1) + ¢'(a® — 1)g(4 — %))
(M () + hao()) ’

et donc f’ est du signe de —x car g et ¢’ sont positives. Sur [—2; —1], f est donc croissante.
Pour z €] — 2;—1[, hy(z) = g(z®> = 1) > 0 et ¢'(4 — 2?) > 0 car 4 — 2% > 0. On a alors
g (4—2*)g(x*—1) > 0 et donc f'(x) > 0six € —2;—1[. f est bien strictement croissante
sur [—2; —1]. Sur [1; 2], on procéde de méme. f’ est négative et méme strictement négative
sur |1;2[ car g(4 — 2*)g'(z* — 1) > 0si x € [1;2].

3) Pour gi(z) = g(2?® = b?) et ga(2) = g(a® — 2?), F(z) = g2(x)/(91(x) + g2()) convient.

fla) =

Exercice : Vrai ou faux ? Justifier toute réponse.

1. Toute fonction f, définie et positive pres de zéro (c’est-a~dire sur un certain intervalle
| — 6;4[), admet une limite positive en zéro.

2. 8519 > 0etsif:]—3d;0— R admet une limite strictement positive alors f est
positive sur | — ;4.

3. Si la limite de f en +oo existe alors c’est aussi la limite de la suite (f(n)),.
4. Toute fonction constante est continue sur son domaine de définition.

5. La fonction f a une limite en a € R si, et seulement si, pour tout § > 0, la restriction
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fs de f a DsN]a — 6;a + d] a une limite en a si, et seulement si, il existe un § > 0
tel que la restriction f5 de f & DfNja — 0;a + [ ait une limite en a.
6. Si f :]0; +o0o[— R est bornée, elle admet une limite finie en +o0.
Corrigé :

1. Faux. La fonction f :] — 1;1[— R qui, x €] — 1;1], associe 1 si x > 0 et 1/2 si
x < 0 est un contre-exemple. En effet, on a bien, pour tout = €] — 1;1], f(z) > 0
mais elle ne peut avoir de limite en 0 puisque ses limites a droite et a gauche en
zéro existent et valent respectivement 1 et 1/2.

2. Faux. Soit 0 > 0. La fonction f :]—9;0[— R qui, = €]—1;1], associe 1 six > —§/2
et —1si z < —J/2 est un contre-exemple. En effet, cette fonction est constante égale
a lsur | —06/2;6/2[ donc admet 1 > 0 pour limite en 0 mais elle n’est pas positive
car f(—3d/4) = —1.

3. Vrai. C’est une partie d’'un résultat du cours, puisque la suite (n),, tend vers +o0.

4. Vrai. C’est démontré dans le cours.

5. Vrai. Notons par (1), (2) et (3) les trois propriétés dans l'ordre d’apparition. On
montre (1) = (2), (2) = (3) et (3) = (1).
En général si (V§ > 0,P(0)) est vraie, alors il est clair que (3§ > 0, P(9)) est vraie.
Pour cette raison, (2) = (3) est vraie.
Montrons (1) = (2) dans le cas ou la limite [ est finie. Soit 6 > 0. Soit € > 0.
D’apres (1), il existe dp > 0 tel que

f(Dfﬁ]a — d0g;a + (50[) Cll—el+€.
Comme Dy,Nja — dp; a + do[C DyN]a — do; a + do[, on en déduit que
F5(DygNla— dosa + dol) Cll — €1+ €[

On a donc montré que fs admet [ pour limite en a.
Pour traiter les cas “I = +00” et “I = —o0”, reprendre 'argument précédent en
remplagant “Soit € > 0”7 par “Soit M > 0”7 et “|l — ¢l + €]” par “|M;+oo[” et
“l — 00; =M respectivement.
Il reste a montrer (3) = (1). Par (3), on peut trouver ¢’ > 0 tel que fy ait une
limite en a. On traite le cas ou cette limite [ est finie. Soit € > 0. Il existe dg > 0 tel
que

for (Dfé/ﬂ]a —do;a+ 50[) Cll—el+¢l.

Soit 0 = min(dy;¢’). Comme DyN]a — d;a + 6[C Dy, N]a — do; a + do[, on en déduit
que
F(Dsnla—dia+0[) C fs(Dg,Nla—dosa+dol) Cll — €1+ €[

On a montré que [ est la limite de f en a.

Pour traiter les cas “Il = +00” et “I = —o0”, reprendre 'argument précédent en
remplacant “Soit € > 07 par “Soit M > 07 et “|l — €1 + ¢[” par “|M;+o0[” et
“l — 0o; =M respectivement.
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6. Faux. La fonction f]0;+o0o[— R, qui z > 0 associe (—1)F@ ou E(x) désigne
la partie entire de x, est un contre-exemple. En effet, elle est bornée car, pour
tout © > 0, |f(x)| < 1, et si sa limite en +oo existait alors les suites (f(2n)), et
(f(2n 4+ 1)), auraient méme limite, ce qui est impossible car elles sont constantes
égales 1 et —1, respectivement.

Corrigé partiel du contréle du 22/03/03. Prenons 1’énoncé du controle et regardons
ce qu’on peut faire a peu de frais. Tout d’abord, on doit connaitre son cours.

(a) Les définitions demandées (1 point) sont, en notant D =|a; +o0],

Ve >0,30 > 0; (z € DNla—dia+d[=> |f(z) — 1| <e),
Ve >0, 36 > 0; (J:GDﬂ]a;a+(5[:> |f(z) =1 <e).

Elles sont équivalentes puisque DN]a — d;a + d[= DNja;a + [ (+ 1/2 point).
(b) 11 s’agit ici de donner une définition et pas autre chose (1 point). Cette définition est

¥(a,b) € D?, (a <b = f(a) < f(b)).
(c) Voir le cours (2 pts).

(d) Ici, il est bon de se souvenir de la définition de la dérivabilité donné par un développement
limité. On en déduit facilement le résultat demandé. Voir le cours (2 pts).

1.(a) On peut se contenter ici de démontrer que, sur |0;+oo[ (resp. | — 00;0[), x —
exp(1/(2z)) est solution de I'équation homogene y' + y/(22?) = 0. Comme la fonction
constante égale a 1 est solution sur |0;+oo[ (resp. | — oo0;0[) de I'équation complete,

I’ensemble des solutions est constitué, d’apres le MA1, des fonctions 0 < =z — 1 +
ki exp(1/(2x)), pour ki décrivant R (resp. 0 > x +— 1+k_exp(1/(2x)), pour k_ décrivant
R). On a récupéré 1,5 points.

1.(b) Comme g, est une solution de I’équation sur R, ¢’est aussi une solution de 1’équation
sur |0;+oo[. Mais la réponse précédente fournit toutes les solutions de 1’équation sur
]0; +00], donc la restriction de yo a ]0; 400 doit étre 'une de ces solutions. Donc il existe
a; € R tel que la restriction de yg a ]0; +o0[ soit 0 < z — 1+ ay exp(1/(2x)). Par un rai-
sonnement analogue, on montre qu'il existe a_ € R tel que la restriction de yo & | — 00; 0[
soit 0 > z+— 1+ a_exp(1/(2x)). On a déja 1/2 point.

Comme g, est une solution de 1’équation sur R, elle est dérivable sur R, et donc continue
sur R. En particulier, yy est continue en 0. On a

lir&exp(l/(ZfL’)) = 400 et liI(I)lf exp(1/(2x)) = 0,

par composition de limites. Comme la limite a droite en 0 de yo existe et vaut y,(0), ay
est forcément nul. Comme la limite & gauche en 0 de yq existe et vaut yy(0), on a y5(0) = 1
et la condition cherchée est donc ay = 0 (1 point).

2.(a) Il suffit d’écrire ’hypothese sur ¢ pour obtenir la réponse cherchée. En effet, tout
x € |a;b] s’écrit ta + (1 — t)b pour un t € [0;1]. Par convexité, p(z) = ¢(ta + (1 — t)b) <
to(a) + (1 —t)p(b) =0, car p(a) = ¢(b) = 0. Ceci donne 1 point.
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3.(b) Pour = # 0, on a |zcos(1/z)| < |z| car tout cosinus est compris entre —1 et 1.
Comme lim,_,q |z| = 0, le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que lim,_q 50 = cos(1/x)
existe et vaut 0 (1 point).

3.(c) On peut prendre par exemple f(z) = x, pour tout z, et g(x) = cos(1/z), pour

x #0, et g(0) = 7. En effet, f est continue en 0, g ne 'est pas d’apres la question 3.(a),
mais fg l'est d’apres la question 3.(b) (1/2 point).

3.(d) Avec l'indication, on peut penser introduire la fonction g qui & x > 0 associe 1 et

a x < 0 associe —1. g est discontinue en 0 mais ¢* : # — g(x)? est la fonction constante
égale a 1, donc est continue (1 point).

Méme en ne remarquant rien dans la question de cours (a) et en ayant 0 point en (d),
on a déja accumulé 10,5 points.

Dans la question 1.(c), on déduit de 1.(b) que toute solution y sur R vaut 1 pour z > 0
et 1+ a_exp(1/(2z)) pour x < 0, pour une certaine constante a_ € R. Il s’agit ensuite
de montrer que toutes les fonctions de ce type sont des solutions sur R de ’équation (i.e.
qu’elles sont dérivables sur R et que I’équation est vérifiée en tout point de R).

Pour la question 2.(b), on peut construire un raisonnement par I’absurde en utilisant la
définition de la convexité.
La négation du résultat a démontrer est :

Jz € [a;b]; p(z) #0.

Supposons que cette proposition soit vraie. Soit zq € [a;b] tel que p(xg) # 0. D’apres
2.(a), on a p(zg) < 0. Comme p(a) = ¢(b) = p(c) = 0, on a ou bien xy €|a;c| ou bien
xo €]c; b[. Dans le premier cas, ¢ €]z, b[ donc il existe t €]0; 1] tel que ¢ = tzo+(1—t)b. Par
convexité, 0 = ¢(c) = @(txo+(1—1)b) < to(xo)+(1—1)@(b) = ty(xo) < 0. Contradiction.
Dans le second cas, on peut de méme écrire ¢ = txy + (1 — t)a, pour un ¢ €]0; 1[. Donc
0=¢p(c) =p(teg+ (1 —t)a) < tp(zg) + (1 —t)p(a) = te(xy) < 0. Contradiction.

L’exercice 4 est nettement plus dur. Cependant, on peut facilement montrer en 4.(b) que
f([0; +00[) C]O; M], en utilisant la définition de M et le fait que f([0; +o0o[) C]O; +oo].
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